Logaritmo Complexo

Definicdo: Define-se o logaritmo complexo com ramo [0, 6y + 27|
como a func¢do log : C\ {0} — C dada por

log ¢ (2) = logr|2| + i Arg 2, Arg z € [0y, 0y + 27|

Chama-se ramo principal do logaritmo complexo a escolha do ramo

| —m,ml.




Proposic3o:

e €% = 2 para todo o z € C\ {0}.

e log(e”) = z+ 2mk i para todo o z € C e k € Z dependente de 2.

Proposicao:

Para z,w € C

log zw = log z + log w (a menos de soma de 27ki).




Poténcias Complexas

Definicao: Dados z # 0, w € C define-se a poténcia complexa 2" como
w wlog 2z

Z =€

Esta definicdo depende do ramo do logaritmo complexo utilizado.




Proposicdo: Dados z # 0, w € C

e 2 toma um Unico valor, independentemente do ramo do logaritmo
utilizado sse w € Z.

e Se w € Q, com w = p/q na forma irredutivel, entdo z* toma ¢ € N
valores diferentes consoante o ramo do logaritmo.

e Sew € R\ Q ou Im(w) # 0 entdo z" toma infinitos valores
diferentes consoante o ramo do logaritmo.




Funcao raiz indice-n

Definicdo: Define-se a funcdo {/z para z # 0 como

log =

%22%26”7

assumindo uma escolha do ramo do logaritmo complexo. Designa-se pelo

correspondente ramo da raiz.




Topologia em C

C é um espaco métrico com a distancia dada por
d(z,w) = |z — w|

C é isométrico a R?

Bs(z) ={w e C:|w—z| <}

Definicdo: Diz-se que A C C é um conjunto aberto, se para qualquer

z € A existe 0 > 0 tal que Bs(z) C A.
Chama-se vizinhanca aberta de um ponto 2z a qualquer conjunto aberto

que o contenha.




Proposicao:

e Os conjuntos () e C s3o abertos.
e Interseccoes finitas de abertos s3o abertas.

e Reunides arbitrarias de abertos siao abertas.

Definicdo: Diz-se que F' C C é um conjunto fechado, se o
complementar F“ = C \ F é aberto.

Proposicao:

e Os conjuntos () e C s3o fechados.
e Reunides finitas de fechados siao fechadas.

e Interseccoes arbitrarias de fechados sao fechadas.




Definicao:

Diz-se que um conjunto {2 C C é limitado se existe M > 0 tal que
para todos z € ) se tem |z| < M. Ou seja, se 2 C By(0).

Diz-se que z € C' é um ponto fronteiro de um conjunto ) C C se,
para todo o § > 0 se tem Bj(z) N2 # () e Bs(z) N Q° # 0.
Designa-se por fronteira de (2 e representa-se 0{) o conjunto dos
pontos fronteiros de €).

Diz-se que z € C' é um ponto interior de um conjunto €2 C C se
existe 0 > 0 tal que B;s(z) C €). Designa-se por interior de ) e
representa-se int {) o conjunto dos pontos interiores de ).

Diz-se que z € C é um ponto exterior de um conjunto {2 C C se
existe 0 > 0 tal que Bs(z) C ()¢, ou seja, se z € int€)°. Designa-se
por exterior de () e representa-se ext {) o conjunto dos pontos
exteriores de €).

Diz-se que z € C' é um ponto aderente a um conjunto {2 C C se
para todo o0 6 > 0 se tem Bj(z) N # (). Designa-se por aderéncia

ou fecho de () e representa-se () o conjunto dos pontos aderentes a
Q.

Diz-se que 2 C C' é um subconjunto denso se () = C.




Proposicao:

e Dado qualquer conjunto {2 C C tem-se que C é dado pela reunido
disjunta C = int 2 U 992 U ext ().

Dado qualquer conjunto €2 C C tem-se que Q) = QU 9 = (ext )°.

ACCéaberto=intA=A< 0ANA=1.

FcCcCéfechado F=F < 0F C F.

0 C C é denso < paratodoo d >0 etodoo z € C, tem-se
B(;(z) N ?é (Z)




Sucessoes em C

{z,} ' N—=C

Zn = In +iyn

Definicdo: Diz-se que L € C é o limite da sucessao {z,}, ou que {z,}
converge para L € C, e representa-se lim z, = L ou z, — L, se
qualquer que seja a bola centrada em L, Bs(L) existe uma ordem N € N
tal que, para todo n > N os correspondentes termos da sucessao estao
todos nessa bola, z, € Bs(L). Ou seja,

Vs=0 dyen :n > N = ‘ZH—L‘ <(5,
ou ainda, no sentido de R
d(zn, L) = |z, — L| — 0.

Chama-se sucessao convergente a uma sucessao que tem limite
complexo e sucessao sucessao divergente no caso contrario.




Proposicdo: Seja {z,}n,en uma sucessdo de niimeros complexos,
Zn=x,+iy, e L=a+1b € C. Entao

2n > LemC &z, —a e y,—bemR.

Proposicdao: Toda a sucessao convergente é limitada e o limite é dnico.

Proposi¢do: Sejam {z,} e {w,} sucessGes complexas convergentes tais

que z, — z e w, — w. Entao
o 2, +w, — 2+ w.

N (wp, w # 0).
w, W




Sucessoes e Topologia

Proposicao: Dado um conjunto {2 C C um ponto z é aderente a {2, ou
seja, 2z € () se e s6 se existe uma sucessio {2,} de pontos em (), z, € (),

tal que z, — z.

Proposicao: Um conjunto /' C C é fechado se e s se qualquer sucessao
convergente {z,} de pontos em F', z, € I, satisfaz lim z,, € F..




Limites infinitos

lim z,, = 00?77

Defini¢do: Diz-se que uma sucessdo complexa {z,} tende para infinito,
lim z,, = 00, se satisfaz

Vrso dyvey :n > N = |Zn| > R.

Nesse sentido

Z4+00 = o0
200 = 0 (z #0)
o0 +00 = OO
0000 = 00
Z— 0
00
S =0 (2£0)
0
mas
0-00
00 — 00
oo 0
~ 0

sao indeterminacoes.




Completude

Definicdo: Diz-se que uma sucessdo {z,} num espaco métrico é uma
sucessao de Cauchy se satisfaz

V=0 EINEN ‘nm >N = d(Zn, Zm) < 0.

Diz-se que um espaco métrico ¢é completo se todas as sucessoes de
Cauchy s3o convergentes.

Teorema (Bolzano-Weiertsrass): Toda a sucessdo complexa {z, }nen,
z, € C, limitada, isto é, tal que existe um M > 0 para o qual |z,| < M,
tem pelo menos uma subsucessao convergente.

Teorema: O conjunto C dos niimeros complexos com a distancia dada por
d(z,w) = |z — w| é um espago métrico completo, ou seja, uma sucessdo é
convergente se e s6 se é de Cauchy.




Continuidade de Funcoes Complexas

Defini¢do (Cauchy): Seja f: Dy C C — C. Diz-se que f é continua
no ponto 2, € Dy se satisfaz a condi¢do

V5=0 Je=0 1 2 € Bo(20) N Dy = f(2) € Bs(f(20))

ou \V/5>() 3€>Ovz€Df X ‘Z — Zo| <€ = ’f(Z) — f(Zo)‘ <0

Defini¢do (Heine): Seja f: Dy C C — C. Diz-se que f é continua no
ponto z; € Dy se satisfaz a condigdo

V{zn}ch D2n = 20 = f(20) = f(20)

Teorema: As definicGes de continuidade a Heine e a Cauchy sao
equivalentes.




Proposi¢ao: Seja f: Dy C C — C dada por

f(2) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y).

Entdo, f é continua no ponto zy = xy + iyy € Dy se e s6 se u(x,y) e
v(z,y) sdo continuas em (g, yo) (no sentido de R?).

Proposi¢ao: Sejam f: Dy C C— C, g: D, C C — C fungdes continuas
no ponto zyp € Dy N D,. Entdo, sdo continuas em zj as fungdes

e [ty
e f-yg

. g (g(z0) #0).

Se h: D;, C C — C é continua em f(zy) € D}, entdo também é continua
em zp a composta ho f.




Teorema: Seja f : Dy C C — C. Entdo, f é continua em 2z, € Dy se,
qualquer que seja a vizinhanca aberta A de f(z), existe uma vizinhanca
aberta V., de z tal que

f(Vzome) C A

Mais geralmente, f € continua em todos os pontos do seu dominio D se a
pré-imagem f~1(A) de qualquer aberto A é a interseccio dum aberto O
com o dominio

fH(A)=0nDy.




Compacidade

Definicao: Diz-se que um conjunto K é compacto se, qualquer que seja
a cobertura de K por abertos

K C U,A,,

é possivel reter apenas um nimero finito desses abertos Ay, As,..., A,
que ainda cobrem K (diz-se uma subcobertura finita)

K C Ul"A;.

Teorema (Heine-Borel): Um conjunto K C R" é compacto se e s6 se é

fechado e limitado. Isso é verdade em particular para subconjuntos
compactos de C, isométrico a R?.

Teorema: Se K C C é compactoe f: K C C — C é continua em todos
os pontos de K, entdo f(K) é compacto.

Coroldrio (Teorema de Weierstrass): Se K C C é compacto e
f: K C C— R é continua em todos os pontos de K, entdo f tem
maximo e minimo.




Continuidade Uniforme

Definicdo: Seja f: Dy C C — C. Diz-se que f é uniformemente
continua em Dy se satisfaz a condi¢do

\ 36>Ovz,wEDf : ‘Z - w’ <&e= ’f(z) - f(w)‘ <9

Teorema (Heine-Cantor): Se K C C é compactoe f: K CC - C¢é
continua em todos os pontos de K, entdo f é uniformemente continua em
K.




Limites de Funcoes Complexas

Defini¢do (Cauchy): Seja f: Dy C C — C e 2z um ponto aderente ao
dominio de f, 2y € D_f Diz-se que o limite da funcao f quando z
tende para zy é L € C, e escreve-se

lim f(z) =L,

Z—r2()

se satisfaz a condicao
Vs=0 Jesp @ 2 € Bg<zo) M Df = f(Z) c Bg(L).

No caso de zy ou L serem infinitos, usam-se exteriores de bolas centradas
na origem como vizinhancas de 0o, na definicdo anterior.

Defini¢do (Heine): Seja f: Dy C C — C e 2z um ponto aderente ao
dominio de f, zy € D;. Diz-se que o limite da funcdo f quando 2
tende para zy é L € C, e escreve-se

lim f(z2) =1L,

Z—r2()

se satisfaz a condicao

\V/{Zn}cpf D 2p — 20 = f(zn) = L




Teorema: As definices de limite a Heine e a Cauchy s3o equivalentes e as
mesmas que em R2. Quando existe, o limite é tnico.

Teorema: Seja f: Dy C C — C e zy um ponto do dominio de f,

2y € Dy. Entdo o limite lim,_,., f(z) = L existe se e sé se f é continua
em zp e L = f(2).

Proposicao: Seja f: D; C C — C dada por

f(z) = flz +iy) = ulz,y) +iv(z, y)
e 2y = Ty + 1Yo um ponto aderente ao dominio de f, zy € D_f Ent3o,

lim f(z) =L =a-+ib,

220

se e sO se

lim  u(z,y) =a e lim  v(x,y) =0,
(@,y)—=(20.y0) (@) (@,y)—=(20:y0) (@)

no sentido de R2,




Proposicdo: Sejam f: D;CC—C,g: D, CC—Cez € D;ND,.
Entdo, se existem os limites lim._,., f(2) = L; e lim,_,., g(2) = Lo,
existem também

® 11m2_>20f:I:g = Ll :|:L2

. hmz—)zof 9= Ly Ly

. f Ly
o | g = L 0),
fm =7, {70

com os cuidados devidos para as situacoes de limites infinitos e possiveis
indeterminacoes.




